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ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ СВОЙСТВ БИОМАТЕРИАЛОВ НА ОСНОВЕ
ТЕХНОЛОГИЙ НАНОИНДЕНТИРОВАНИЯ. ЧАСТЬ 1. МОДИФИКАЦИЯ
КЛАССИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ КОНТАКТНОЙ МЕХАНИКИ
ПРИ МОДЕЛИРОВАНИИ ПРОЦЕССОВ НАНОИНДЕНТИРОВАНИЯ

Статья представляет собой первую часть из цикла работ, посвященных актуальной проблеме раз�
работки высокоэффективных аналитико�экспериментальных методов для оценки физико�механи�
ческих свойств биоматериалов и биоструктур на основе технологий наноиндентирования и атомно�
силовой микроскопии (АСМ). Среди наиболее сложных проблем, проявляющихся при разработке
технологий использования АСМ и наноиндентирования для биоструктур, можно выделить задачу
выбора/построения механико�математических моделей, описывающих как процесс поведения сис�
темы «внедряемый индентор — исследуемая биоструктура», так и позволяющих выполнять интер�
претацию результатов исследований и получать необходимую косвенную информацию на основании
экспериментальных исследований. В данной части общего цикла работ выполнен анализ и сравнение
решений для форм оснований инденторов, отличных от круговой, и предложены модификации клас�
сических моделей контактной механики при моделировании процессов наноиндентирования. В част�
ности, предложена модификация классических упругих решений с использованием аппарата дробно�
го дифференцирования. Выполнен анализ адекватности новых решений при изучении свойств
эритроцитов для контрольной группы пациентов.

Ключевые слова: физико�механические характеристики биоматериалов, модели контактной механики
для процессов наноиндентирования, дробные модели наноинтендирования

Введение. Проблема разработки высокоэффек#
тивных аналитико#экспериментальных методов
для оценки физико#механических свойств биома#
териалов и биоструктур является крайне актуаль#
ной, несмотря на то, что на сегодня существует зна#
чительное количество подходов и технологий,
каждый из которых имеет определенные ограни#
чения и недостатки [1–9].

Физико#механические свойства биоматериалов
являются их важными фундаментальными характери#
стиками, определяющими практически все основные
физиологические и патологические процессы в них
[10, 11]. Изучение механических эффективных свойств
биоматериалов не только позволяет получить новые зна#
ния об их функционировании и жизнедеятельности,
но и представляет несомненный клинический интерес.
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В настоящее время большую популярность
приобрели и получили широкое распространение
методики определения механических свойств био#
материалов на основе технологий и подходов на�
ноиндентирования. Так, например, тесты на дина#
мическое индентирование показывают, что они
одинаково полезны как непосредственно для оп#
ределения механических свойств биоматериала,
так и при оценке их состояния и жизнедеятельно#
сти [12, 13]. Сегодня уже сформировалась новая
область исследований — нанобиомеханика, зада#
чами которой является изучение механики биома#
териалов и биоструктур на клеточном уровне, в том
числе и при различных патологиях и заболеваниях
[14–24]. Одним из главных положительных фак#
торов, стимулирующим появление этого направ#
ления исследований, является прогресс в развитии
нанотехнологических инструментов, позволяющих
механически «ощупывать» клетки и биомолекулы
в их физиологическом состоянии с силой порядка
от нескольких пико# до наноньютонов и разреше#
нием порядка нанометра. Проведение таких изме#
рений ранее было невозможно.

Среди сравнительно недавно созданных при#
боров и экспериментальных методов измерения,
относящихся к данному классу инструментальных
технологий, особое место занимает атомно�сило�
вая микроскопия (АСМ) и разработанные на ее ос#
нове методы клеточной эластографии [25, 26].

Очевидно, что точно оценить физико#механи#
ческие свойства биоматериалов, в частности, био#
клеток, не представляется возможным [27]. При
оценке механических параметров биологической
клетки можно говорить лишь о «вилке» (интерва#
ле), в котором находится той или иной параметр.
Эти значения зависят от большого количества как
внутренних, так и внешних факторов и параметров,
в том числе имеющих и случайный характер [28].

Кроме того, клеточные структуры имеют слож#
ное строение, и с точки зрения механики представ#
ляют собой сложные композитные конструкции,
поэтому при вычислении их механических свойств,
следует учитывать масштабный эффект, согласовы#
вая параметры с различными иерархическими
уровнями (макроскопическим, мезоскопическим
и наноскопическим) [29].

Следует отметить, что для оценки механических
свойств клеток важно знать, как интегральные (при#
веденные, эффективные) характеристики исследу#
емого параметра (например, модуля упругости), так
и пространственное распределение по поверхности
клетки его локальных значений (например, множе#
ство значений упругих модулей).

Хотя уникальные возможности АСМ делают пер#
спективным ее применение для изучения структуры
и физико#механических свойств биоматериалов, вме#
сте с тем, изучение биологических объектов представ#
ляет собой все же более сложную задачу по сравне#
нию с аналогичными исследованиями поверхностей

твердых тел. Среди наиболее сложных проблем, про#
являющихся при разработке технологий использова#
ния АСМ для биоструктур, можно выделить задачу
выбора/построения механико�математических моде�
лей, описывающих как процесс поведения системы
«внедряемый индентор — исследуемая биострукту#
ра», так и позволяющих выполнять интерпретацию
результатов исследований и получать необходимую
косвенную информацию на основании эксперимен#
тальных исследований. Не менее важной представ#
ляется и задача, связанная с определением момента
непосредственного контакта «внедряемого индентора
в объект». Анализ зависимостей приложенных к ин#
дентору сил от перемещения для биологических кле#
ток показал наличие адгезионного взаимодействия
острия зонда с поверхностью клетки при выходе ост#
рия из контакта. Причем действие внеконтактных сил
адгезии в данном случае оказывается существенным.
Поэтому актуальной проблемой является учет в ме�
тодиках оценки физико�механических свойств био�
структур сил, проявляющихся на наномасштабном
уровне (сил адгезии и др.) [30, 31].

О механико�математическом моделировании как
базисе при интерпретации экспериментальных иссле�
дований изучения деформационных свойств биома�
териалов. Успешное развитие биомеханики клетки
и эффективное прикладное использование этих
знаний требует развития теоретической базы ме#
ханико#математического моделирования для
расширения и углубления знаний о процессах, про#
исходящих на клеточном уровне. Для описания
механического состояния и поведения биоматери#
алов и биоструктур необходимо в первую очередь
выписать систему разрешающих уравнений, опи#
сывающих их состояние как объекта биомехани#
ки. Данная система в качестве одного из определя#
ющих факторов включает уравнения механического
поведения биоматериалов. В качестве моделей, опи#
сывающих состояние биоструктур, в частности
клетки, может быть выбрано значительное коли#
чество моделей механического поведения среды.
Важную роль при определении и обосновании вы#
бора таких моделей поведения среды имеют резуль#
таты экспериментальных исследований, в том чис#
ле и выполняемых на основе подходов АСМ.

Атомно#силовая микроскопия относится к
«прямым» методам измерения. Она позволяет оп#
ределять механические свойства, в частности, модуль
упругости исследуемого образца, исходя из зависи#
мости между приложенной нагрузкой, вызываемой
острым зондом с гибкой консолью, и величиной де#
формаций образца, являющихся следствием сило#
вого нагружения. Такого рода измерения дают воз#
можность определять механические свойства (чаще
всего упругие свойства) локально, что является от#
личительной чертой данного метода и определен#
ным преимуществом для ряда задач.

Замечание. В связи с этим, к недостаткам АСМ#
измерений стоит отнести сложность калибровки,
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а также необходимость регламентирования пара#
метров измерения.

Технологии определения деформационных
свойств биоматериалов, применяемые в АСМ, яв#
ляются «контактными». Вследствие характерных
особенностей таких технологий, в частности меха#
низма взаимодействия инденторов/штампов/зон#
дов с изучаемыми материалами и структурами, по#
строение механико#математических моделей для
исследования соответствующих процессов базиру#
ется на использовании фундаментальных решений
и решении контактных задач [32].

Рассмотрение биоматериалов в приближении
однородного изотропного деформируемого упру#
гого тела в общем случае не является корректным
[11], [32]. Таким образом, использование «класси#
ческих» решений уже изначально вносит существен#
ные погрешности в процедуру получения конечно#
го результата [33]. Вследствие этого, актуальным
представляется выбор базовой теоретической моде�
ли, описывающей поведение системы «внедряемый
индентор — биоматериал».

Несмотря на то, что технологическая реализа#
ция двух подходов — АСМ и наноиндентирования,
для измерения локальной упругости на микронных
и субмикронных уровнях значительно различает#
ся, механические процессы и теоретический базис
построения механико#математических моделей для
описания процессов, являющих основой данных
технологий, одинаков. С точки зрения механичес#
кой интерпретации этих процессов — это задачи о
контактном взаимодействии двух объектов и обрат�
ные задачи механики определения механических ха�
рактеристик одного из взаимодействующих объек�
тов. При моделировании процесса индентирования
для описания механического поведения биологи#
ческих тканей используются различные модели
контактной механики, но наиболее часто все же
применяются модели теории упругости при малых
и при конечных деформациях.

Разрешающая способность и чувствительность
АСМ зависят как от технических параметров соб#
ственно прибора, так и от характеристик исполь#
зуемых зондов, а именно от таких параметров как
форма и радиус закругления индентора, жесткость
консоли [34, 35]. Помимо этого, большое значение
имеет процедура приготовления образца: необхо#
дима надежная адгезия клетки на подложке, для
чего и используют различные способы фиксации,
которые, в свою очередь, оказывают определенное
воздействие на клетки. В результате одни и те же
клетки могут различаться не только по своим мор#
фологическим характеристикам, но и по измеряе#
мым значениям локального модуля упругости. Так#
же важным фактором является высота клетки над
подложкой. Влияние жесткой подложки на вели#
чину оцениваемого модуля упругости зависит от
соотношения между глубиной индентирования и
толщиной клетки, и им можно пренебречь, если

глубина индентирования не превышает 10 % от тол#
щины исследуемого объекта [28, 36]. Однако, если
это условие не выполняется, влияние подложки
необходимо учитывать, вводя поправки в модель,
используемую для расчета модуля упругости.

Таким образом, существует большое число фак#
торов, значительно влияющих на результаты АСМ#
измерений модулей деформации (упругости) клеток.
Несмотря на это, экспериментально полученные
оценки модулей упругости являются чрезвычайно
информативными как с точки зрения расширения
представлений о самих клетках (ультраструктура
поверхности, локальные упругие свойства), так и
для установления факторов, оказывающих влияние
на их механические свойства.

При построении математической модели важ#
ным представляется введение начальных допущений
о взаимодействии индентора с исследуемым объек#
том (основанием). При этом индентор рассматрива#
ется как внешнее силовое воздействие на основание.
В этом случае математическое решение эффективно
строить, используя фундаментальные решения. Су#
щественными обстоятельствами, которые влияют на
выбор/построение механико#математической моде#
ли, являются введение допущений о деформирова#
нии собственно индентора и принятие определенно#
го закона поведения изучаемого материала.

Рассматриваемый класс задач можно разделить
на несколько типов в соответствии с соотношени#
ем жесткости индентора и исследуемого образца.
Например, в одну группу объединяются задачи, в
которых учитывается упругость (податливость)
собственно индентора. Вследствие этого при по#
строении математической модели для описания
НДС системы «индентор — исследуемая структу#
ра» необходимо требовать геометрическую совме#
стимость деформаций индентора и биоматериала.

Следующую группу представляют задачи, в ко#
торых считается корректным пренебрегать упругос#
тью индентора по сравнению с полной реакцией об#
разца. К данным задачам относятся, например,
случаи, когда инденторы являются или очень гибки#
ми, или очень твердыми (жесткими) по сравнению с
упругостью исследуемого материала. В таких задачах
НДС индентора обычно не исследуется. В этом слу#
чае деформации образца обуславливаются контакт#
ным давлением, вызванным индентором. Очевидно,
что задачи данного типа представляются «более лег#
кими» для решения, так как в этом случае распреде#
ление поверхностной нагрузки определено заранее.

Решение задач в случае рассмотрения инден#
тора как твердого недеформируемого тела сопря#
жено с определенными трудностями, обусловлен#
ными тем обстоятельством, что контактные
напряжения в некоторых точках границ контакта
становятся сингулярными, поэтому перемещения
при передвижении от одной точки поверхности по#
лупространства к другой не будут изменяться глад#
ко и могут иметь точки разрыва.
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Наиболее простые модельные задачи, относящи#
еся ко второму классу, связаны с исследованием воз#
действия на поверхность однородного, изотропного,
упругого полупространства (изучаемого образца) по#
стоянной распределенной вертикальной нагрузки
(индентора). В случае, если нагрузка действует на
область полупространства, представляющую собой
геометрическую фигуру правильной формы (круг или
квадрат), то задача еще более упрощается. Для таких
задач в большинстве случаев можно полностью оп#
ределить некоторые напряжения и перемещения сре#
ды посредством только интегрирования фундамен#
тального уравнения Буссинеска по области действия
нагрузки [32]. Принцип суперпозиции позволяет
выполнить это интегрирование и поэтому делает ли#
нейную упругость мощным инструментом в решении
рассматриваемого типа задач.

Развитием «простого случая» является рассмот#
рение более сложных ситуаций и вариантов: иссле#
дование воздействия неоднородных нагрузок, дей#
ствие нагрузок по области произвольной топологии,
случай неоднородной структуры, зависимость
свойств структуры от времени и глубины и т. д.

Для рассматриваемого здесь класса задач о на#
ноиндентировании биоструктур важным является
исследование воздействия площади индентирова#
ния непосредственно на образец. Поэтому акту�
альным представляется получение решения, учиты�
вающего точную конфигурацию нагрузки.

В данной работе далее выполнены некоторые
исследования, касающиеся сравнения инденторов,
имеющих формы оснований, отличных от круго#
вой. Очевидно, что в этом случае решать контакт#
ные задачи значительно сложнее [37, 38].

При интерпретации результатов силовой спек#
троскопии на основе классических решений кон#
тактных задач (например, задачи Герца о контакте
сферических тел), существенным ограничением
для достижения точности и устойчивости измере#
ний, особенно высокоэластичных материалов, яв#
ляется требование по обеспечению внедрения ост#
рия зонда в исследуемый материал на глубину,
соизмеримую с радиусом острия индентора. Одна#
ко, при исследовании покрытий нанометровой
толщины, а также при оценке упругости мембран
клеток выполнение данного условия не представ#
ляется возможным [4, 37].

Использование для измерения механических и
жесткостных параметров биоматериалов методик
индентирования с индентором, имеющим сферичес�
ки выпуклое основание, представляется более пред#
почтительным по сравнению с применением инден�
тора с плоским основанием.

Во#первых, в случае индентора со сферическим
основанием, ошибка, полученная в ситуации, ког#
да удар/соприкосновение с поверхностью образца
не является точно перпендикулярным, является
намного меньшей, чем при использовании инден#
тора с плоским основанием, так как во втором слу#

чае исследуемая поверхность соприкасается в на#
чале лишь с одним концом индентора. Например,
когда индентор со сферическим основанием со#
прикасается с поверхностью под углом 80° вместо
90°, то жесткостные параметры определяются с
погрешностью, меньшей, чем 2 %.

С другой стороны, погрешность расчетов в оп#
ределении физико#механических характеристик в
случае использования «сферического индентора»
представляет собой функцию от глубины внедрения
[39]. Поэтому представляется правомерным для
практического применения использовать методики,
ориентированные как на использование инденто#
ров с плоским, так и сферическим основаниями.

Несмотря на существование различных подхо#
дов, до сих пор не существует теоретической моде#
ли, которая бы позволяла наиболее точно проводить
расчет локального модуля упругости на основании
данных силовой спектроскопии/наноиндентирова#
ния. Кроме того, использование различных расчет#
ных моделей приводит к существенной вариабель#
ности абсолютных значений модулей упругости
клеток (значения для одинаковых клеток, получен#
ные в схожих экспериментах, но рассчитанные с
использование разных моделей, могут отличаться
друг от друга более чем на порядок [40]).

Поэтому, вследствие того, что в случае малых
деформаций большинство биоматериалов можно
считать подчиняющимися закону линейной упру#
гости, модель контактного деформирования Герца
по#прежнему чаще всего используется при анали#
зе данных статической силовой спектроскопии и
наноиндентирования, поскольку при этом не тре#
буется подбора эмпирических параметров и для
определения модуля упругости получаются про#
стые выражения в явном виде.

Некоторые решения задачи контактного взаимо�
действия индентора произвольной формы сечения с
упругим полупространством. Решение задачи Герца
о вдавливании абсолютно твердого шара радиуса R
в упругое полупространство под воздействием со#
средоточенной нагрузки Р, линия действия кото#
рой проходит через центр шара, перпендикулярно
поверхности полупространства, можно записать
следующим образом [32, 41–43]:

(1)

где w
0
 = h обозначает глубину проникновения ин#

дентора в полупространство, модуль упругости ма#
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териала которого равен Е при значении радиуса
области контакта, равном a, и коэффициент Пуас#
сона µ (рисунок 1).

В контексте выполненной работы при дальней#
шем рассмотрении задачи наноиндентирования
биологических тканей, важными являются следую#
щие характерные особенности модельного решения:
1) индентор сферической формы;
2) контакт тел из однородных изотропных матери#
алов в модельной задаче Герца;
3) радиус области контакта намного меньше ради#
уса закругления индентора (то есть глубина вдав#
ливания — малая);
4) внешнее давление на индентор представляет собой
нормальное усилие к поверхности индентирования;
5) глубина проникновения индентора намного
меньше толщины образца.

В статье [44] представлено решение задачи о
вдавливании в полупространство осесимметрич#
ного индентора с произвольной формой сечения,
построенное с использованием преобразования
Ханкеля (решение Снедана). Так, для глубины про#
никновения h индентора в полупространство по#
лучено следующее выражение:

(2)

где f(x) — функция, описывающая контур углубле#
ния, образующегося при внедрении индентора, при
этом за начало координат берется острие индентора.

Прогиб поверхности полупространства опреде#
ляется выражением w(r) = f(r/a). Формула нахож#
дения нагрузки, прикладываемой к индентору, име#
ет следующий вид:

(3)

Применим результаты (1)–(3) для инденторов
различной формы поверхности:

1. Индентор цилиндирической формы радиуса а с
плоским основанием. В этом случае функция конту#
ра f(x) ≡ 0 и зависимость нагрузки от глубины про#
никновения индентора принимает вид:

(4)

Напряжения на поверхности полупространства
вычисляются по формуле:

(5)

Отметим, что аналогичные результаты получе#
ны и с использованием других методов решения
(см., например, [45]).

2. Индентор конической формы. Функция кон#
тура записывается как f(x) = axctgθ, где угол полу#
раствора конуса равен θ и значение a определяет
радиус области контакта.

Соответственно зависимость нагрузки от глу#
бины проникновения индентора приобретает вид:

(6)

Эти результаты так же совпадают с известными
решениями для индентора аналогичной формы, по#
лученными другими методами (см., например [46]).

3. Индентор цилиндрической формы радиуса а с ос�
нованием сферической формы радиуса R (рисунок 2).
В этом случае функция контура определяется вы#

ражением  где а — радиус об#

ласти контакта.
Согласно (2), формула для глубины проникно#

вения индентора имеет вид:

(7)

Зависимость нагрузки от глубины проникно#
вения выражается формулой

(8)

Рисунок 1 — Вдавливание абсолютно твердого шара
в упругое полупространство

Рисунок 2 — Цилиндрический индентор
со сферическим основанием
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Отметим, что в данном решении, по сравнению
с классическим решением Герца, отсутствует при#
ближение, введенное в решение Герца для учета
зазора между индентором и границей полупрост#
ранства при a << R, что играет существенную роль
в проведенном экперименте, в результате выпол#
нения которого получается соотношение а ≈ R.

Поскольку в реальных условиях инденторы
чаще всего не имеют основания в точности кони#
ческой или сферической формы, актуальным пред�
ставляется получение решения для инденторов с ос�
нованиями, максимально приближенными к реальным.

На практике распространенной является ситу#
ация, когда индентор имеет конусоидальную фор#
му со сферическим основанием (рисунок 3).

Построим для такого вида индентора зависи#
мость нагрузки от глубины проникновения инден#
тора, используя теорему о взаимности работ (тео#
рема Бетти) [47, 48]:

(9)

В качестве «первого» состояния индентирова#
ния рассматривается случай использования инден#
тора с плоским круглым основанием. Пусть глуби#
на проникновения индентора в приведенной
безразмерной системе составляет w* = h* = 1. Тогда
из (5) получаем:

(10)

Подставляем h* и p*(r) в (9) и переходим к ци#
линдрической системе координат:

(11)

Получим формулу для перемещения основания
полупространства при углублении в него инденто#
ра рассматриваемой формы.

Пусть конус «гладко» переходит в сферу (по
касательной к сфере в точке контакта). Тогда вели#
чина b = Rcosθ (см. рисунок 3).

Функция проникновения основания инденто#
ра в зависимости от расстояния до центра области
контакта определяется формулой (см. рисунок 1)

(12)
где w

0
 — погружение шара (или прогиб полупростран#

ства) в центре площади контакта; w
1
 — первоначаль#

ный зазор между шаром и граничной плоскостью.
Замечание. В (12) в качестве начала координат

взята нулевая глубина проникновения индентора.
Поскольку в рассматриваемом случае w

0
 = h,

значение w
1
 для сферы определяется формулой

w
1
 = r2/(2R) (см. рисунок 1) и для идеального кону#

са w
1
 = rctgθ, то для индентора такой составной фор#

мы можно записать систему:

(13)

Воспользовавшись (13) для случая 0 ≤ a ≤ b, вы#
ражение зависимости нагрузки от глубины проник#
новения индентора приобретает следующий вид:

(14)

Радиус зоны контакта определяется через мак#
симизацию величины Р по отношению к а, как

∂P / ∂a = 0. Отсюда следует, что  и получаем:

(15)

Очевидно, что, как и ожидалось, решение (15)
совпадает с решением задачи Герца.

Зависимость нагрузки от глубины проникно#
вения индентора в соответствии с выражением (14)
для случая a ≥ b приобретает вид:

 
(16)

Радиус контактной зоны определяется как
∂P / ∂a = 0:

(17)
Рисунок 3 — Конусоидальный индентор

со сферическим основанием
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Таким образом, формулы (16) и (17) представ#
ляют собой соотношения между нагрузкой и вели#
чиной углубления индентора в полупространство
для случая индентора конусоидальной формы со
сферическим основанием.

Модификация классических упругих решений с
использованием аппарата дробного дифференцирова�
ния. Как указывалось ранее, использование клас#
сических моделей линейной теории упругости для
описания механического поведения биологических
материалов представляется достаточно грубым
приближением [48]. Поведение биоматериалов в
большей степени соответствует нелинейным соот#
ношениям между компонентами НДС и, кроме
того, обладает ярко выраженными свойствами пол#
зучести и релаксации. Поэтому актуальным пред#
ставляется модификация «классических» или раз#
работка новых моделей, учитывающих нелинейные
эффекты и зависимость во времени в поведении и
свойствах биоматериалов.

Далее предлагается модель, описывающая вяз#
коупругое поведение биоматериалов, построенная
с использованием математического аппарата ин#
тегродифференцирования дробного порядка, что
позволяет учесть нелинейность поведения [48, 49].

Построение дробной модели вязкоупругого по#
ведения материала выполним на основе принципа
Вольтера (метода фиктивных перемещений) [50, 51].

Рассматриваем биоматериал как усредненную
однородную структуру с коэффициентом Пуассо#
на µ, начальным модулем сдвига G

0
, функцией

сдвиговый релаксации G(t) и функцией сдвиговой
ползучести J(t). Между функцией релаксации G(t)
и функцией ползучести J(t) существует функцио#
нальная связь, предоставляемая однородным ин#
тегральным уравнением:

(18)

В соответствии с принципом Вольтера введем
«фиктивные» упругие перемещения  и деформа#
ции , определяющие деформированное состоя#
ние материала в момент времени t:

(19)

(20)

Аналогичным образом определяется величи#
на , представляющая собой «фиктивные»
граничные перемещения от реальных граничных
перемещений g

i
(x, t) исследуемого тела в момент

времени t

(21)

Тогда функциональная связь между истинны#
ми напряжениями и фиктивными перемещения#

ми принимает вид закона Гука для изотропного
однородного тела. В результате для величин , 
и  имеет место квазистатическая упругая задача.

После решения вспомогательной упругой зада#

чи и определения «фиктивных» перемещений ,
истинные перемещения находятся по формуле:

(22)

Следует подчеркнуть, что напряжения, получа#
емые в ходе решения вспомогательной упругой за#
дачи, являются действительными напряжениями
исходной задачи вязкоупругости.

Перейдем в этом подходе к дробным производ�
ным [49].

Уравнение (19) можно переписать в следую#
щем виде:

(23)

В качестве ядра ползучести выбираем ядро Абе#
ля [48, 49]:

(24)

Функция ползучести, соответствующая (24),
определяется с помощью формулы

(25)

Следовательно, функция ползучести имеет вид

(26)

где  Функции G(t)

и J(t) связаны между собой преобразованием Лапласа:

(27)

Соответствующая функция релаксации полу#
чается на основе преобразования Лапласа

Из (27) имеем:

Подставив данное выражение в (23), получаем:

(28)
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Используя определение Римана#Лиувиля дроб#
ной производной порядка 0 ≤ a < 1 для функции f(t)
с нижней границей интегрирования, равной 0 [49]:

и выполнив очевидные математические операции,
включая интегрирование по частям, получаем сле#
дующую альтернативную формулу:

(29)

Учитывая (28) и (29), получаем следующее
представление для «фиктивных» перемещений, вы#
раженное через производную дробного порядка:

(30)

где .
В итоге окончательно имеем:

(31)

В разделе 2 выписаны решения для определе#
ния перемещений индентора (внедрения инденто#
ра в образец) h. В соответствии с физическим смыс#
лом «фиктивных» упругих решений заменим
действительное перемещение h(t) индентора с те#
чением времени выражением (31):

Так, например, для решения Герца (1) получим
следующую зависимость углубления индентора от
усилия, действующего на него:

(32)

Поскольку нас интересует определение моду#
лей упругости биотканей, то из (32) получаем та#
кое выражение для модуля упругости:

Аналогично, для индентора с конусоидальной
формой поверхности, переходящей в сферическое
основание, согласно (16) и (17), имеем:

где а обозначает радиус контактной зоны, опреде#
ляемый следующим образом:

Модуль упругости в этом случае вычисляется в
соответствии с формулой

Итак, построены формулы для определения
модуля упругости реологических материалов как
функции времени и с использованием производ#
ных дробного порядка. Полученные решения были
использованы при изучении свойств эритроцитов
для выбранных партий изучаемого биоматериала
(результаты исследований приведены в следующих
частях статьи).

Исследование выполнено в том числе в рамках People
Programme (Marie Curie Actions) of the European Union's
Seventh Framework Programme FP7/2007�2013/ under REA
grant agreement PIRSES�GA�2013�610547 – TAMER.
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